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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Eine Teilmenge a ⊂ Z heisst Ideal von Z, wenn gilt:

a) (a,+) ist eine Untergruppe von (Z,+),

b) Für alle k ∈ Z und alle a ∈ a gilt ka ∈ a.

Zeigen Sie: Jedes Ideal a ⊂ Z hat die Gestalt a = Za mit geeignetem a ∈ a.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Für zwei Ideale a = Za und b = Zb von Z sei

a+ b := {x+ y; x ∈ a, y ∈ b}.

Zeigen Sie, dass a+ b ein Ideal in Z ist mit a+ b = Zd, wobei d = ggT(a, b).

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Bestimmen Sie jeweils den Tausenderrest von 79999, 119999, 139999.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Für m ∈ N sei

ϕ(m) = #{k ∈ {1, . . . ,m}; ggT(k,m) = 1} ∈ N.

Zeigen Sie: ϕ(m) ist gerade für m ≥ 3.
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