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Aufgabe 1. (12 Punkte)
Sei K ein nicht-archimedischer vollstandiger Korper, V, W normierte K-Vektorrdaume, U C V offen
und f : U — W eine Abbildung. f heisst strikt differenzierbar in vy € U, falls eine stetige lineare
Abbildung D, f : V — W existiert, sodass fiir alle ¢ > 0 eine offene Umgebung U, (vy) C U existiert
mit

1f (1) = f(v2) = Do f(v1 = v2)l| < &+ flor — w2l Vo1, 02 € Ue(vo).

Zunichst bemerken wir, dass man bei (strikt) differenzierbaren Funktionen wie in der reellen Situ-
ation Ketten- und Produktregeln sowie lokale Umkehrsétze hat. Zeigen Sie:

a) Ist f strikt differenzierbar in U, so ist die Abbildung U — L(V,W) = {g : V' — W] g linear,
stetig}, v — D, f, stetig.

Sei von nun an V = K™ Fir 1 < ¢ < n und vp = (a1,...,a,) € K™ kann man die Abbildung
fi U —> W, aw— f((a1,...,a,...,a,)) mit U; C K sowie die partielle Ableitung Dq(,?f := D, fi
betrachten, sofern sie existiert. Sei weiterhin ¢ = (0,...,1,...0) der Multiindex mit 1 an der i-ten

Stelle. Sei FI(X) =), vaX* € FI(W). Fiir 1 <i < n ist die partielle Ableitung von F' definiert als

aF a—1
X, (X):= %:X LUy,

Zeigen Sie:

b) H(X) € FA(W).

¢) f = F ist strikt differenzierbar, und fiir v € B.(0) gilt DY) f(1) = (0F/0X;F)™ (v)

d) Ist char(K) =0,sogilt F(X) =), X* al!._.l_.an! ((%)al . (Eg")a" f) (0), wobei (9/dz;)f :
B.(0) = W, = — DY f(1).

Mit der Taylor-Entwicklung folgt auch ein Identititssatz fiir Potenzreihen: Ist F' # 0, so existiert
ein v € B.(0) mit F(v) # 0.
Sei jetzt U C K™ offen und f lokal analytisch. Zeigen Sie:

e) f ist strikt differenzierbar in jedem Punkt vy € U.
f) Die Abbildung U — L(K™, W), v+ D, f, ist lokal analytisch.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Seien (M, .A) und (N, B) zwei Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie:

AxB={(U xV,p x 9, K"T™)| (U, 0, K") € A, (V,4), K™) € B}

ist ein Atlas fiir M x N, versehen mit der Produkttopologie.
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