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Aufgabe 1. (12 Punkte)
Sei K ein nicht-archimedischer vollständiger Körper, V,W normierte K-Vektorräume, U ⊂ V offen
und f : U →W eine Abbildung. f heisst strikt differenzierbar in v0 ∈ U , falls eine stetige lineare
Abbildung Dv0f : V →W existiert, sodass für alle ε > 0 eine offene Umgebung Uε(v0) ⊂ U existiert
mit

‖f(v1)− f(v2)−Dv0f(v1 − v2)‖ ≤ ε · ‖v1 − v2‖ ∀v1, v2 ∈ Uε(v0).

Zunächst bemerken wir, dass man bei (strikt) differenzierbaren Funktionen wie in der reellen Situ-
ation Ketten- und Produktregeln sowie lokale Umkehrsätze hat. Zeigen Sie:

a) Ist f strikt differenzierbar in U , so ist die Abbildung U → L(V,W ) = {g : V → W | g linear,
stetig}, v 7→ Dvf, stetig.

Sei von nun an V = Kn. Für 1 ≤ i ≤ n und v0 = (a1, . . . , an) ∈ Kn kann man die Abbildung

fi : Ui → W, a 7→ f((a1, . . . , a, . . . , an)) mit Ui ⊂ K sowie die partielle Ableitung D
(i)
v0 f := Daifi

betrachten, sofern sie existiert. Sei weiterhin i = (0, . . . , 1, . . . 0) der Multiindex mit 1 an der i-ten
Stelle. Sei F (X) =

∑
α vαX

α ∈ Fnε (W ). Für 1 ≤ i ≤ n ist die partielle Ableitung von F definiert als

∂F

∂Xi
(X) :=

∑
α

Xα−iαivα.

Zeigen Sie:

b) ∂F
∂Xi

(X) ∈ Fnε (W ).

c) f := F̃ ist strikt differenzierbar, und für v ∈ Bε(0) gilt D
(i)
v f(1) = (∂F/∂XiF )∼(v)

d) Ist char(K) = 0, so gilt F (X) =
∑

αX
α 1
α1!·...·αn!

((
∂
∂x1

)α1

· · ·
(

∂
∂xn

)αn

f̃
)

(0), wobei (∂/∂xi)f̃ :

Bε(0)→W, x 7→ D
(i)
x f̃(1).

Mit der Taylor-Entwicklung folgt auch ein Identitätssatz für Potenzreihen: Ist F 6= 0, so existiert
ein v ∈ Bε(0) mit F̃ (v) 6= 0.
Sei jetzt U ⊂ Kn offen und f lokal analytisch. Zeigen Sie:

e) f ist strikt differenzierbar in jedem Punkt v0 ∈ U .

f) Die Abbildung U → L(Kn,W ), v 7→ Dvf , ist lokal analytisch.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Seien (M,A) und (N,B) zwei Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie:

A× B = {(U × V, ϕ× ψ,Kn+m)| (U,ϕ,Kn) ∈ A, (V, ψ,Km) ∈ B}

ist ein Atlas für M ×N , versehen mit der Produkttopologie.
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