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Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra iiber C. Es gelten die Notationen aus der Vorlesung: H C L
ist eine Cartan-Unteralgebra, ® C H* ein Wurzelsystem, ®* positive Wurzeln, {hy,...,ly} C H
eine Basis von H, {ki,...,k;} C H eine duale Basis bzgl. der Killing-Form x. Man wéhlt =, € L,
und z, € L_, mit k(zq,24) = 1 fiir @ € &. Zu A € H* kann man den Standard zyklischen Modul
Z(A\)(= V* aus Theorem 7) mit hochstem Gewicht A betrachten.

Aufgabe 1. (6 Punkte)
Das Casimir-Element wurde definiert als

cL—th‘ + Z:ﬂazaeu

acdt
Zeigen Sie:
a) cp € Z(U(L)).

b) Es existiert ein Algebrenhomomorphismus xy : Z(U(L)) — C, durch den jedes Element aus
dem Zentrum von U(L) auf Z(\) operiert.

¢) (A A) = Xisg M)A (k).

Aufgabe 2. (10 Punkte)
Wir erinnern an die Menge X aller Funktionen f : H* — C, deren Triiger (Support) in einer
endlichen Vereinigung von Mengen der Form {\ — 3" . (ka@, ko € Z1}, X € H*, enthalten ist. Wir
haben “Basisfunktionen” ey = {\A — 1,u — 0,u # A} fiir jedes A\ € H* und eine Konvolution
fiir X definiert. Fiir A € H* sei p(\) die Anzahl der Mengen von nicht-negativen ganzen Zahlen
{ka,a = 0}, sodass —\ = > . kqa. Sei ausserdem f, € X,a € ®F, definiert durch fo(—ka) =
1k € Z*, fo(p) = 0 sonst. Die Elemente ¢ = [, o(€a/2 —€—a/2):0 = > avp 1o € Z[EA] ebenso wie
ch(Z(\)) fassen wir als Elemente in X auf. Zeigen Sie:

a) p(u— A) =dim Z(\),, d.h. insbesondere folgt p € X (betrachten Sie mit PBW eine Basis von
Z(A)u)-

b p= Ha>0 fa

c) (ep —e—q) * fo = €p.

o,

q= 5*Ha>—0(eo )

f

g) p(p—A) =p*ex(n).

)
)
)
e) oq =sgn(o)q (sq permutiert (bis auf «) die positiven Wurzeln).
)
)
h) gxch(Z(X)) = exys
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