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Aufgabenblatt 9 9. Dezember 2011

Wie in der Vorlesung arbeiten wir mit einem Euklidischen endlich-dimensionalen R-Vektorraum E.

Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei Φ∨ das duale Wurzelsystem zu einem Wurzelsystem Φ sowie ∆∨ = {α∨| α ∈ ∆}. Zeigen Sie: ∆∨

ist eine Basis von Φ.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Sei γ1, . . . , γl eine Basis von E, Hγi = {x ∈ E| (x, γi) > 0}, Φ ⊆ E eine beliebige endliche Teilmenge
sowie Pα die Hyperebene assoziiert zu α ∈ Φ. Zeigen Sie:

a) E \
⋃

α∈Φ Pα 6= ∅,

b)
⋂

γi
Hγi 6= ∅.

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Sei ∆ = {α1, . . . , αl} ⊂ Φ eine Basis von Φ und sei 0 6= λ =

∑l
i=1

kiαi, ki ∈ Z, alle ki ≥ 0 oder alle

ki ≤ 0. Zeigen Sie: Entweder ist kλ ∈ Φ, oder es existiert ein σ ∈ W, sodass σ(λ) =
∑l

i=1
k′iαi mit

bestimmten k′i > 0 und bestimmten k′i < 0.
Hinweis: Angenommen, kλ 6∈ Φ, so Pλ 6⊂

⋃
α∈Φ Pα. Finden Sie ein µ und ein σ mit 0 = (λ, µ) =

(σλ, σµ).

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Seien α 6= β ∈ Φ und SpanR(α, β) =: E′ ⊂ E. Zeigen Sie, dass E′ ∩ Φ bzw. Φα,β := Φ ∩ (Zα +Zβ)
Wurzelsysteme für E′ sind. Stimmen diese überein? Zeigen Sie im Falle α, β ∈ ∆, dass die Weyl-
Gruppe Wα,β von Φα,β erzeugt ist von den Einschränkungen τα, τβ auf E′ von σα, σβ, d.h. Wα,β ist
eine Untergruppe von W.
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