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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei G eine offene Menge des Rn und f : G → R eine differenzierbare Funktion, d.h. f ′(v) ist eine
Linearform auf Rn für jedes v ∈ G. Wir identifizieren

(Rn)∗ ∼= (Rn)t = {(x1, . . . , xn)| ∀i : xi ∈ R} (Rn als Spaltenvektoren),

via e∗i 7→ eti, wobei ei den i-ten Standardbasisvektor des Rn bezeichnet, und nehmen an, dass die
Funktion f ′ : G → (Rn)t wieder differenzierbar ist. Beschreiben Sie, wie man man f ′′(v) für alle
v ∈ G als eine Bilinearform auf Rn auffassen kann.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
SeienK ein Körper, V,W endlich-dimensionaleK-Vektorräume und β : V×W → K eine Bilinearform,
die bzgl. Basen (vi)i=1,...n von V bzw. (wj)j=1,...m von W die Strukturmatrix B hat. Sind andere
Basen (v′i)i=1,...n von V bzw. (w′j)j=1,...m von W gegeben, so bezeichne S die Basiswechselmatrix von
(v′i)i=1,...,n nach (vi)i=1,...,n bzw. T die Basiswechselmatrix von (w′j)j=1,...,m nach (wj)j=1,...,m. Zeigen
Sie: Ist B′ die Strukturmatrix von β bzgl. (v′i)i=1,...n und (w′j)j=1,...m, so gilt B′ = StBT .

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Sei K ein Körper der Charakteristik ungleich 2 und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

a) Sei β eine beliebige Bilinearform auf V ×V , und bezeichne β̃ die daraus gewonnene Bilinearform
(v, w) 7→ β(w, v). Zeigen Sie, dass 1

2 · (β + β̃) eine symmetrische Bilinearform bzw. 1
2 · (β − β̃)

eine alternierende Bilinearform ist.

b) Folgern Sie: (V ⊗ V )∗ = (S2(V ))∗ ⊕ (
∧2(V ))∗. Insbesondere lässt sich jede Bilinearform auf V

eindeutig in eine Summe einer symmetrischen und einer alternierenden Bilinearform zerlegen.

c) Folgern Sie weiter die Existenz einer exakten Sequenz

0 −→
∧2

(V ) −→ V ⊗K V −→ S2(V ) −→ 0.

Variante: Zeigen Sie die Existenz der Sequenz aus c) zuerst und folgern Sie den Rest. Wie sehen die
Abbildungen aus?

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Seien K ein Körper und β : V ×W → K eine Bilinearform auf zwei K-Vektorräumen V,W . Sind
X ⊂ V bzw. Y ⊂W beliebige Teilmengen, so definiert man die orthogonalen Komplemente

X⊥ := {y ∈W | ∀x ∈ X : β(x, y) = 0}, ⊥Y := {x ∈ V | ∀y ∈ Y : β(x, y) = 0}.

Zeigen Sie:

a) X⊥ und ⊥Y sind Teilräume von W bzw. V .

b) X⊥ = 〈X〉⊥ und ⊥Y = ⊥〈Y 〉 (〈−〉 bezeichnet den Aufspann).

c) ⊥W = Ker(β1) und V ⊥ = Ker(β2).

d) Sind X bzw. Y Teilräume von V bzw. W , so gilt ⊥W∩X = Ker(β1|X) bzw. V ⊥∩Y = Ker(β2|Y ).
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