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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Seien R ein kommutativer Ring mit 1, M,N R-Moduln sowie f : M → N eine R-lineare Abbildung.
Zeigen Sie:

a) f setzt sich auf eindeutige Weise zu einem Homomorphismus T (f) : T (M) → T (N) von R-
Algebren fort.

b) Ist R = Z, M = 2Z/4Z, N = Z/4Z sowie f die natürliche Inklusion, so ist T (f) nicht injektiv.

Bemerkung : Ist f : M → N surjektiv, so ist T (f) : T (M)→ T (N) dies auch.

Aufgabe 2. (UAE für die Tensoralgebra) (4 Punkte)
Seien R ein kommutativer Ring mit 1, M ein R-Modul und A eine kommutative R-Algebra mit 1.
Zeigen Sie:

a) Jeder R-Modulhomomorphismus M → A setzt sich auf eindeutige Weise zu einem R-Algebren-
homomorphismus T (M)→ A fort.

b) Die Fortsetzung aus a) liefert eine Bijektion HomR-Mod(M,A)
∼−→ HomR-Alg(T (M), A).

Hinweis: Sie erhalten die Umkehrabbildung in b), indem Sie jeden R-Algebrenhomomorphismus
T (M) = R⊕M ⊕ T 1(M)⊕ . . .→ A auf M einschränken.

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum der Dimension n. Zeigen Sie, dass

dimK Sk(V ) =

(
n+ k − 1

k

)
=

(n+ k − 1)!

k! · (n− 1)!

gilt.
Hinweis: Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen n-Tupel (ni)i=1,...n von ganzen Zahlen ni ≥ 0,
sodass

∑n
i=1 ni = k gilt.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Wir betrachten Q (aufgefasst als Z-Modul) sowie für m ∈ Z,m 6= 0, den Z-Modul

Z[
1

m
] := { a

mk
| a ∈ Z, k ∈ N0} ⊂ Q.

Zeigen Sie:

a) Für n ≥ 2 gilt
∧n
Q = 0.

b) Für n ≥ 2 ist
∧n
Z[ 1m ] ein Z-Torsionsmodul.
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