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Aufgabe 1. (5 Punkte)
Seien K ein Korper und V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass die bilineare
Abbildung

b:VxV*— Endg(V), (v,A)r— (w— A(w)-v)

einen Isomorphismus b, : V ®x V* — Endg (V) induziert (V* bezeichnet den Dualraum von V).
Zeigen Sie damit, dass die Komposition von Endomorphismen auf V ® V* gegeben ist durch die
Vorschrift (v ®@ A) o (w @ p) = (Mw) - v) @ p.

Hinweis: Zeigen Sie mittels Basiswahlen, dass b, injektiv ist und berechnen Sie die Dimensionen.

Aufgabe 2. (5 Punkte)
Seien R, S kommutative Ringe mit 1 und R — S ein Ringhomomorphismus. Zeigen Sie, dass man
einen Isomorphismus von Ringen R[T| ®gr S = S[T], f(T)® s+ s- f(T) hat, wobei R[T] ®r S via
(f(M)y@r)-(g(T)®s)=(f(T) 9(T)) @ (r-s) mit einer Ringstruktur ausgestattet sein soll.

Aufgabe 3. (6 Punkte)

Seien R ein kommutativer Ring mit 1, S : 0 — M, % My E) M3 — 0 eine kurze exakte Sequenz von
R-Moduln und N ein weiterer R-Modul. Zeigen Sie:

a) Die Sequenz von R-Moduln

M, @ NS My 0p NS My 0p N — 0

ist exakt.
Hinweis: Zeigen Sie mit der UAE des Tensorprodukts, dass M3 ®r N = My ®@p N/Bild(a ®id).

b) Man hat kanonische Isomorphismen von R-Moduln R®g N = N und N ®g R/(r) = N/rN fir
r € R.

c) Ist r € R kein Nullteiler, M; = My = R und « die Multiplikation mit r, d.h. man betrachtet
die Sequenz
0—R-"R— R/(r) —0,

so erhalt durch tensorieren dieser Sequenz mit N die exakte Sequenz von R-Moduln
N, — N -5 N — N/rN — 0,
wobei N, := {x € N| rz = 0}.

d) Finden Sie ein Beispiel einer Sequenz S und eines R-Moduls N wie oben, sodass a ® id nicht
injektiv ist.
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