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Aufgabe 1. (8 Punkte)
Sei M eine abelsche Gruppe.

a) Zeigen Sie, dass M genau auf eine Art als Z-Modul aufgefasst werden kann.

b) Sei M endlich und ungleich 0. Kann M ein Q-Modul sein? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring mit 1, sodass jedes Ideal (aufgefasst als R-Modul) endlich erzeugt ist.
Sei F' ein freier R-Modul von endlichem Rang und M C F' ein Untermodul. Zeigen Sie, dass M endlich
erzeugt ist.

Wenn R ein beliebiger kommutativer Ring mit 1 und F ein freier R-Modul ist, ist dann jeder Unter-
modul M C F frei? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Wir betrachten den Z-Modul M = Z/307Z. Bestimmen Sie alle Ketten

0=MyC M CMyC...CMy=M

mit [ = lz(M). Berechnen Sie fiir jede Kette M;1/M; fir 0 <i <[ — 1. Was fiillt Thnen auf?
Hinweis: Zeigen Sie als Zwischenschritt zunéchst foglende Aussage: Sind n,m € Z mit n | m, so hat
man einen kanonischen Isomorphismus von Z-Moduln Z/™ 7, = nZ/mZ.

Aufgabe 4. (5 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Wir wollen die Aussage (R™ = R™ = n = m) zeigen, was man
auf verschiedene Weisen machen kann. Hier werden wir Determinanten benutzen, die wir in der LA1
auch schon fiir Matrizen iiber kommutativen Ringen (via der Leibniz-Formel) definiert hatten.

a) Sei A € M,(R) eine n x n-Matrix mit Eintrigen in R. Wir definieren die adjunkte (oder
komplementire) Matrix A% zu A genau wie iiber Kérpern. Verifizieren Sie die Formel A - A% =
det(A) - I, = A% - A.

b) Zeigen Sie, dass A € M, (R) invertierbar ist genau dann, wenn det A € R*. Folgern Sie, dass
wenn A, B € M,(R) und A- B = I, ist, man B - A = I, hat.

Hinweis: Sie diirfen die Formel det(A - B) = det A - det B, welche fiir die Determinante iiber R

auch giiltig ist, verwenden.

c) Zeigen Sie: R™ = R™ = n = m, indem Sie den Isomorphismus und m < n annehmen, Basen
fixieren und eine Matrixbedingung A - B = I,, folgern, die zum Widerspruch fiihrt.
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