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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Seien R ein Hauptidealring und 0 6= a, b ∈ R. Zeigen Sie:

a) a | kgV(a, b), b | kgV(a, b), und falls e ∈ R mit a | e, b | e, so folgt kgV(a, b) | e.

b) Ra ∩Rb = R kgV(a, b).

c) kgV(a, b) · ggT(a, b) ist assoziiert zu a · b.

Aufgabe 2. (5 Punkte)
Wir betrachten den Ring R := Z[i] der ganzen Gaußschen Zahlen.

a) Zeigen Sie, dass das Quadrat der Betragsfunktion

N : Z[i] −→ N, x = a + ib 7−→ N(x) := a2 + b2

aus Z[i] einen Euklidischen Ring macht. Insbesondere ist R also faktoriell.

Hinweis: Betrachten Sie R ⊂ C als “Gitter” und setzen Sie N auf C fort.

b) Seien x, y, z ∈ R und es gelte x = yz. Zeigen Sie: N(x) = N(y) ·N(z).

c) Zeigen Sie, dass x ∈ R eine Einheit ist genau dann, wenn N(x) = 1.

d) Zeigen Sie, dass 2 ∈ R kein Primelement ist und finden Sie eine Zerlegung in Primfaktoren.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

a) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Zeigen Sie: Die Menge {a ∈ R| ∃n ∈ N : an = 0} ist ein
Ideal von R.

b) Sei R = Z[T ] der Polynomring in einer Variablen über Z. Zeigen Sie, dass R kein Hauptidealring
ist.

Hinweis: Betrachten Sie das Ideal (2, T ).

c) Finden Sie ein Beispiel eines Rings R und zweier Ideale a und b, sodass a ∪ b kein Ideal ist.

Aufgabe 4. (3 Punkte)
Berechnen Sie für folgende Euklidische Ringe R und Elemente x, y ∈ R jeweils ggT(x, y) und finden
Sie u, v ∈ R mit ggT(x, y) = ux + vy:

a) R = Z, x = 11760, y = 8932,

b) R = R[T ], x = T 3 − 2T 2 − T + 2, y = T 3 − 4T 2 + 3T .
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