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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei R ein Ring mit Eins. R heisst Direkter Summenring, falls ein R-Modulisomorphismus R =2
R? existiert. Mit R := RN und E = Endg(R>) ist R*® ein E-Linksmodul, und E kann mit
unendlichen Matrizenring, dessen Spalten bis auf endlich viele gleich Null sind, identifiziert werden.
Zudem sei C'(R) C E der Untering der unendlichen Matrizen, dessen Spalten und Zeilen bis auf
endlich viele gleich Null sind. Zeigen Sie:

a) Falls R*® = V] @ V3 als R-Linksmoduln, so gilt £ = I} & I> mit Rechtsidealn I; = {f €
E| f(R>) C V;}. Umgekehrt folgt aus F = I} @ I, als E-Rechtsmodul, dass R = V| @ Vo mit
Vi = I; R*™. Folglich ist E ein Direkter Summenring.

b) C(R) ist ein Direkter Summenring.

Aufgabe 2. (8 Punkte)
Sei f : R — S ein Homomorphismus von Ringen mit Eins und I C R ein Ideal von R, sodass [
isomorph auf ein Ideal in S abgebildet wird, d.h. man hat ein Pullback-Diagramm
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R/~ s/

mit R = {7,s) € (R/I) x S| f(F) =s mod I}. Wir bezeichnen dieses Datum (R, S, I) als Milnor-
Quadrat. Ist M; ein S-Modul, My ein R/I-Modul und g : M ®p/; S/I = M;/IM; ein S/I-
Modulisomorphismus, so sei M = (Mj, g, Ms), die Verklebung von M; und M, mittels g, der

Kern der R-linearen Abbildung My x My — M;/IMy, (mq1,ms) + m1 — g(f(ms)). Im folgenden
bezeichnen P; bzw. ; endlich erzeugbare projektive Moduln tiber den jeweiligen Ringen. Zeigen Sie:
a) Ist g € GL,(5/I) das Bild einer Matrix von GL,,(S) oder GL,,(R/I), so ist der verklebte Modul

P =(S",g,(R/I)") ein freier Modul.

b) (P1,9, ) @ (Q1,h,Q2) = (P © Q1, (g 2) P @ Q7).

c) Ist g € GL,(R) so gilt folgende Identitdt in GLay,(R):

66D D6 D0 W)

d) Ist g € GL,(S/I) und M der Modul, der durch Verkleben von S?" und (R/I)?" mit der Matrix

g

0 991> entsteht, so gilt M = R,
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e) Ist PLeQ =S, P,dQy = (R/I)" und P/IP, = P, ® S/I sowie Q1/IQ1 = Q2 ® S/I, so
sind die R-Moduln P bzw. @), die durch Verkleben der P; bzw. @); entstehen, endlich-erzeugbar
und projektiv.

) Ist Lo Q1 =S und P, ® Qo = (R/I)" sowie g : P/IP, = P, ® S/I, so0ist (Q1 & S™) @ S/I
isomorph zu ((R/I)™ & Q1) ® S/I.

g) Ist P=(P1,g9,P,),so gilt P®r S =P, und P/IP = P;.

h) Jeder endlich erzeubare und projektive Modul von R entsteht durch eine Verklebung wie in g).

Aufgabe 3. (4 Punkte)

a) Sei L EN My x My (gl—’€2) N eine exakte Sequenz von abelschen Monoiden (d.h. ist (z1,z2) €
M x My mit g1(z1) = ga(22), so existiert [ € L mit f(I) = (x1,x2)). Sei L cofinal in M, M,
und N. Zeigen Sie, dass man eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen

L' — (MM @ My ' M) — N7IN
hat.
b) Sei (R, S,I) ein Milnor-Quadrat wie in Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass man eine exakte Sequenz
Ko(R) — Ko(S) & Ko(R/I) — Ko(S/I)

von abelschen Gruppen hat.
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