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Generalvoraussetzung: (R, m) = lokaler Ring.

Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei R noethersch und M # 0 ein endlich-erzeugbarer R-Modul sowie

d(M) :=inf{n € N| Ixy,...,xnem: LaA(M/(xiM + ... +xnM)) < o0}.
Zeige:
a) Ist x € m, so gilt 5(M/xM) > d(M) — 1.

b) Sind x1,...,xn € mundist X1,...,Xn (X; = x;+m?) eine Basis von m/m? als R/m-Vektorraum,
so ist so ist xq,...,Xn ein minimales Erzeugendensystem von m.

c) Ist R regulir und x € m — m?, so ist R/(x) reguliir und es gilt dimR/(x) = dimR — 1.

Hinweis: Aus der Algebra 2 ist bekannt: 1A(M) < 0o <= dima M = 0.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Sei R regulér. Zeige, dass R integer ist mit Hilfe folgender Schritte:

a) Unterscheide dim R = 0 und dimR > 0.

b) Sei ab jetzt dimR > 0. Dann existiert ein x € m — m?, sodass R/(x) (mit Induktion) integer
ist.

¢) Angenommen, R wére nicht integer. Sind {1, ..., o} die minimalen Primideale von R, so folgt
mit obigem x, dass xp; = g; fiir ein j gilt. Dies fiihrt zu einem Widerspruch.

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Sei R noethersch und integer (dies ist im folgenden wegen Aufgabe 2 keine Einschrénkung) mit
dim R = 1. Zeige die Aquivalenz folgender Aussagen:

a) R ist ein diskreter Bewertungsring.

c) R ist regular.

)
b) R ist ganzabgeschlossen.
)
d)

m ist ein Hauptideal.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Seien K C L zwei Funktionenkorper, seperabel iiber einem Korper k. Zeige: Die kanonische Abbildung
Q%(/k kL — QlL/k ist injektiv genau dann, wenn L/K seperabel ist.
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