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Ab diesem Blatt bezeichnen wir mit R (soweit nicht anders gefordert) einen kommutativen Ring mit
Eins.

Aufgabe 1. (4 Punkte)
Seien M ein R-Modul, I eine Indexmenge und (N;);e; eine Familie von R-Moduln. Zeigen Sie:
M @r (B,cr Ni) = B,c;(M ®r N;). Zeigen Sie ausserdem anhand eines Gegenbeispiels, dass das
Tensorprodukt im allgemeinen nicht mit beliebigen direkten Produkten vertauscht.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Sei R ="7.

a) Zeigen Sie: Ist A ein Z-Torsionsmodul und B ein divisibler Z-Modul, so gilt A ®z B = 0.

b) Zeigen Sie unter Verwendung von Bemerkung 9.13 der Vorlesung: Sind m,n € IN und d =
ggT(m,n), so gilt Z/mZ @z Z./nZ = Z7./dZ.

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Seien R ein lokaler Ring und M, N endlich erzeugte R-Moduln. Zeigen Sie: Ist M @z N = 0, so
folgt N = 0 oder M = 0. Finden Sie ein Gegenbeispiel zu dieser Folgerung, wenn mindestens einer
der Moduln nicht endlich-erzeugt ist.

Hinweis: Nakayama-Lemma.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Seien M, N R-Moduln, wobei N frei von endlichem Rang n sei. Seien x1,...,x, eine Basis von N
und yi, ..., Ymn linear unabhingige Elemente von N.

a) Zeigen Sie, dass jedes © € M ®@g N eindeutig in der Form z = ' | m; ® z; mit m; € M
geschrieben werden kann. Folgern Sie, dass m; = 0 fiir alle ¢ gilt falls > | m; ® x; = 0 ist.

b) Zeigen Sie, dass aus Y ;- m; ®y; = 0in M ®r N im allgemeinen nicht m; = 0 fiir alle ¢ folgt.
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