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Aufgabe 1. (5 Punkte)
Seien R ein Ring mit Eins und S = Mn(R), n > 0, der Matrizenring über R. Bezeichne eij die
Matrix mit 1 an der Stelle (i, j) und 0 sonst. Zeigen Sie die Äquivalenz der Kategorien R-Mod und
S-Mod wie folgt:

a) Auf Objekten M ∈ R-Mod sei eine Abbildung F erklärt durch F (M) = Mn. Setzen Sie F zu
einem Funktor R-Mod → S-Mod fort.

b) Für N ∈ S-Mod sei eine Abbildung G erklärt durch G(N) = {e11x| x ∈ N}. Setzen Sie G zu
einem Funktor S-Mod → R-Mod fort.

c) Zeigen Sie: G ◦ F ∼= IdR−Mod.

d) Sei N ein S-Modul, x ∈ N und ηN (x) := (e11x, e12x, . . . e1nx)t. Zeigen Sie: η = (ηN )N∈S−Mod
liefert einen Isomorphismus F ◦G ∼= IdS−Mod.
Hinweis: Die Abbildung (x1, . . . , xn)t 7→

∑
ej1xj ist invers zu ηN auf G(N).

Zusatz : Welche der Eigenschaften aus Bemerkung 6.17 und 6.18 der Vorlesung kann man mit Hilfe
dieser Äquivalenz ableiten?

Aufgabe 2. (3 Punkte)
Ist jeder Unterring eines halbeinfachen Rings wieder halbeinfach? Lässt sich jeder Ring als Unterring
eines halbeinfachen Rings auffassen? Begründen Sie Ihre Antwort!

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Ein Ring heisst einfach, wenn er keine nicht-trivialen beidseitigen Ideale enthält. Sei also R ein
einfacher Ring mit Eins, und es existiere ein nicht-triviales Linksideal I darin. Sei D := EndR(I).
Zeigen Sie: Die natürliche Abbildung λ : R → EndD(I), r 7→ λ(r) := [a 7→ ra], ist ein Ringisomor-
phismus.
Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass λ(I) ein Linksideal in EndD(I) ist.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Seien K ein Körper, A ein Ring mit Eins und K → A ein Ringhomomorphismus mit K ⊂ Z(A),
d.h. A ist eine K-Algebra. Zeigen Sie:

a) Ist A einfach als Ring (vgl. Aufgabe 3) und unendlichdimensional über K, so ist jeder nicht-
triviale A-Modul über K auch unendlichdimensional.

b) Ist A nullteilerfrei und endlichdimensional über K, so ist A ein Schiefkörper.
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