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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei (Mi)i∈I eine Familie von R-Moduln. Zeigen Sie:

a)
⊕

i∈I Mi ist projektiv als R-Modul genau dann, wenn Mi projektiv als R-Modul ist für alle
i ∈ I.

b)
∏

i∈I Mi ist injektiv als R-Modul genau dann, wenn Mi injektiv als R-Modul ist für alle i ∈ I.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Seien R ein Integritätsbereich und M ein torsionsfreier R-Modul (d.h. rm = 0 für r ∈ R,m ∈M ⇒
r = 0 oder m = 0). Zeigen Sie: M ist injektiv als R-Modul genau dann, wenn M teilbar ist.

Aufgabe 3. (8 Punkte)

a) Seien R ein Integritätsbereich, der kein Körper ist, und M ein freier R-Modul. Zeigen Sie: M
ist nicht teilbar.

b) Zeigen Sie: Q ist nicht projektiv als Z-Modul.

c) Zeigen Sie: Z/nZ ist injektiv als Z/nZ-Modul, aber nicht als Z-Modul für n > 1.

d) Sei R ⊂ M2(K) der Ring der oberen 2 × 2-Dreiecksmatrizen über einem Körper K. Zeigen
Sie: R ist nicht injektiv als Linksmodul über sich selbst.

e) Seien R = Z[X], der Polynomring über Z und K = Quot(Z[X]) = Q(X) der Quotientenkörper
von R. Zeigen Sie: M = K/R ist teilbar als R-Modul, aber nicht injektiv.
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