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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei K ein Körper und K-Mod<∞ die Kategorie der endlich-dimensionalen K-Vektorräume. Wir
definieren folgende Kategorie C: ObC = N, und MorC(n,m) = Mm,n(K), die m × n-Matrizen über
K. Sind A ∈ MorC(n,m) und B ∈ MorC(m, k), so ist B ◦A := B ·A ∈ MorC(n, k). Zeigen Sie: C ist
äquivalent zu K-Mod<∞.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Seien KRng die Kategorie der kommutativen Ringe und Grp die Kategorie der Gruppen. Wir
betrachten die Funktoren GLn : KRng → Grp, R 7→ GLn(R) sowie ( )× : KRng → Grp, R 7→ R×.
Zeigen Sie, dass die Determinante eine natürliche Transformation det : GLn ⇒ ( )× ist.

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Sei R ein Ring mit Eins ( 6= 0).

a) Seien A,B Ringe mit Eins, sodass R = A×B. Zeigen Sie: A× 0 ist ein projektiver R-Modul,
der nicht frei ist.

b) Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich-erzeugter R-Modul. Zeigen Sie: M ist projektiv
genau dann, wenn M frei ist.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Seien R ein Integritätsbereich und K der Quotientenkörper von R.

a) Sei K der Quotientenkörper von R. Zeigen Sie: K ist ein injektiver R-Modul.

b) R ist injektiv als R-Modul genau dann, wenn R ein Körper ist.
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